Ingénierie de la qualité

Etudes de cas

Simuler pour approcher la réalité

Solutions pour la premiére partie

1. La fonction est f(U) =a+ (b —a)U.

. Il s’agit de résoudre pour a et b les équations linéaires suivantes :
a+b _b—a
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dont les solutions sont

a=p———o, b=
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puis d’appliquer le numéro précédent.

. Le théoreme des fonctions inverses donne le résultat, puisque une fonc-
tion strictement croissante (ou décroissante) est injective et que toute
fonction injective sur son domaine de définition possede une fonction
inverse.

Par ailleurs, une fonction g est croissante si 1 < x9 <= g(x1) <
g(x2). Et donc,

F7i(y) S F 7 y2) <= F(F (1)) S F(FH(y2)) <= n < v
La premiere équivalence parce que F' est croissante, et la seconde par

définition d’une fonction et de son inverse.

. On calcule le plus simplement du monde...
P(FYU)<z)=P(F(F'(U)) <F(z)) =PU < F(z)) = F(z).

La premiere égalité par transformation ordinaire de I'intervalle de pro-
babilité, la seconde par définition de la composition d’une fonction et
de son inverse, la troisieme par définition de la fonction cumulative
d’une loi uniforme.

. On demande d’illustrer le théoreme cité avec la définition de F'~ sur un
exemple. Soit X une VA a 3 valeurs x1, x2, x3 de probabilité pq, po, p3
respectivement. On a donc pour la cumulative :

0 pour x < x1
F(a:) _ P1 pour 1 <z < T2
P1+ P2 pour 2o < x < I3

p1+p2s+p3=1 pour xz < .



Maintenant, la définition de F'~ donne immédiatement pour u € [0, 1]

z; pour 0 <u<p
F~(u) = To pour p; < u < pp+ p2
z3 pour pl +py <u <pj+py+p3=1.

Lorsque les u suivent une loi U[0, 1], les intervalles ont leur longueur
comme probabilité. Et la loi de la VA associée & F'~ est la méme que
la loi de X.

. Il est plus facile d’interpréter les diagrammes quantiles-quantiles pour
une loi uniforme que pour toutes les autres lois (ou VA). On a donc
intérét a simuler indirectement des lois quelconques a partir de la
théorie plus haut, tout en contrélant les lois uniformes générées.

Dans la pratique courante cependant, les lois observées dérivent un
peu par rapport au modele théorique, et les uniformes n’ont pas tou-
jours a étre parfaites. On simule donc le plus souvent directement a
partir des inverses des cumulatives des modeles, ou les valeurs sont des
uniformes. Par exemple, on simulera dans Statistica une loi exponen-
tielle £(A) par la formule « =Vexpon(rnd(1),\) » ; une gaussienne par
« =Vnormal(rnd(1), u, o) »

. Il suffit de créer une nouvelle variable contenant des échantillons d’une
loi U[0, 1] et de choisir les sujets (unités statistiques) dont la va-
leur est inférieure a p. Par les propriétés de la densité d’une loi uni-
forme sur l'intervalle unité [0, 1], on aura évidemment choisi ainsi
un sous-échantillon contenant approximativement la proportion p de
I’échantillon.

Dans Statistica, on peut créer une variable par l’expression : « =
rnd(1) < p », qui vaudra 1 si la valeur de rnd est < p, et 0 autre-
ment.



